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Resumen
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Problema de la Parada.
Problema del Embaldosado. Indecidibilidad.

Definimos ALC™, una extensién de ALC con restricciones de
cardinalidad y roles compuestos.

Reduccion del problema del embaldosado al problema de
consistencia en ALC".

Indecidibilidad de la consistencia en ALC™.
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Indecidibilidad del Problema de la Parada

Problema de la parada

Dado un programa y un dato de entrada, determinar si el programa
termina con este dato de entrada o no.

Intento de Solucion. Correr el programa con el dato de entrada. Si el
programa para, sabemos que para. Si el programa no para en un cierto
tiempo determinado, concluir que no termina.

i Esto no sirve! Tal vez no esperamos lo suficiente.
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Indecidibilidad del Problema de la Parada

El problema de la parada es indecidible.

Se prueba por absurdo, argumento andlogo al de diagonalizacién de
Cantor.
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Nota aparte

Cuando codificamos un algoritmo, se expresa como un string que
también puede interpretarse como un nimero natural.

Podemos manipular programas como si fueran datos.

Ejemplo:
o compiladores (dado un programa genera cédigo de maquina),

@ Scheme (programas son funciones y tenemos funciones de alto
orden),

@ Calculo Lambda.
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Idea de la Demostracion (Alan Turing, 1936)

Supongamos que existe una solucién al problema de la parada. Sea H
el programa que lo resuelve.
Dado un par (P, E) donde

@ P esun programa

@ FE esuna dato de entrada para P

H para y devuelve el valor “PARA”’si P para con el dato E
H para y devuelve el valor “NO PARA”en otro caso.

Nuevo Algoritmo K con entrada P

Si H con entrada (P, P) devuelve “NO PARA”entonces K para.
Si H con entrada (P, P) devuelve “PARA”entonces K entra en loop.

Como K es un programa, tomamos como entrada para K el mismo K.
Si H dice que K para entonces K entra en loop.

Si H dice que K no para entonces K para.

;ABSURDO!
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Preguntas hechas por Hilbert 1928

o ; La matemadtica es consistente?
o ; La matemadtica es completa?

o ; La matemadtica es decidible?
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Entscheidungsproblem (Problema de Decision)

Entscheidungsproblem

Dada una férmula en 16gica de primer orden, determinar si la férmula
es universalmente vélida o no.

Problema equivalente: Dada una férmula en 16gica de primer orden,
determinar si la férmula se puede deducir de los axiomas o no.
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Entscheidungsproblem (Problema de Decision)

Entscheidungsproblem

Dada una férmula en 16gica de primer orden, determinar si la férmula
es universalmente vélida o no.

Problema equivalente: Dada una férmula en 16gica de primer orden,
determinar si la férmula se puede deducir de los axiomas o no.

Teorema (Alonzo Church, 1936. Alan Turing 1937)

El problema de saber si una férmula de la 16gica de primer orden se
deduce de los axiomas o no es indecidible.

Idea de la demostracién: se reduce el problema de la parada al
Entscheidungsproblem.
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Recubrimiento de un piso infinito con baldosas

El problema de encontrar una forma de embaldosar un piso infinito (o
resolver un rompecabezas), no tiene solucién algoritmica.

Indecidibilidad del problema del embaldosado

El problema de, dado un sistema de baldosas, determinar si existe un
embaldosado, es indecidible.

Idea de la demostracion: se reduce el problema de la parada al
problema del embaldosado.
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Recubrimiento de un piso con baldosas

{, Se puede cubir un drea de n X n con las siguientes baldosas?

bl b2 b3

@ Solamente estas 3 baldosas se pueden usar, pero se pueden usar
un ndmero arbitrario de veces.

© Los colores en los bordes tienen que coincidir.

© Las baldosas no se pueden rotar.
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Recubrimiento de un piso con baldosas

Se puede recubrir un suelo de 2 X 2 con estas baldosas.
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Recubrimiento de un piso con baldosas

Sistema de baldosas

Un sistema de baldosas es una tupla 8 = (B, b, H, V) donde B es un
conjunto finito, b € B,y H,V C B X B.

@ H dice qué baldosas pueden ponerse a la derecha de otras

@ V dice qué baldosas pueden ponerse arriba de otras.
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Ejemplo de un sistema de baldosas

B = {blabZ’ b3}
vV = {(blab3)7 (bzabl)e (b3’b2)}
H ={(b1,b3),(b2,b1),(b3,Db2)}
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Recubrimiento de un piso con baldosas

Embaldosado para un sistema de baldosas 8

Un embaldosado para 8 es una funcién f : N X N — B, que asigna
baldosas a cada celda de una matriz infinita (pero que comienza en
una esquina), donde

e f(0,0) = b,
o (f(n,m),f(n+1,m)) e H,
o (f(n,m),f(n,m+1))eV

para todo m,n > 0.

B embaldosa N x N si existe un embaldosado para 8.
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Ejemplo de embaldosado

f0,0) =b
f(1,0) =bs3
f0,1) =bs
S =b
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Recubrimiento de un piso infinito con baldosas

El problema de encontrar una forma de embaldosar un piso infinito (o
resolver un rompecabezas), no tiene solucién algoritmica.

Indecidibilidad del problema del embaldosado

El problema de, dado un sistema de baldosas determinar si existe un
embaldosado, es indecidible.
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Conceptos y roles

Se denotan C, Dy se definen inductivamente por medio de la
gramdtica siguiente:

C,D =1|T|A|=C|CnD|CuDb|
Vr.C|3Ar.C|>nr.C|<nr.C

ry, mn ::R|r1 o7

donde A € Nc y R € Ng.

Knowledge bases

@ 7 Tbox set of concept inclusions C C D

o A Abox set of assertions a : C (a,b) : r

@ R Rbox set of role inclusions r C s
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Semantica de ALC*

Sea T = (Af, ) tal que

@ A’ es un conjunto no vacio, dominio de la interpretacion

@ - es una funcién de interpretacién que asigna

© acada nombre A, un conjunto AY c Al y
© cada nombre R una relacién binaria RY c AL x AL
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Semantica de ALC*

o Extension de la interpretacion a roles compuestos.

(rior)! =12y ent, (2 en’)

o Extensidn de la interpretacion a conceptos compuestos.

1! =0

T =Af

-0 =a\c?

cnpy =cfnp?

(cupy =cfup!

(Vr.c)* =x|Vy.,yerf - yec!)

@r.c)f = x| Iy.,yerf A yect)
(>nR.CYY ={xe Al |card(imagen(x,(C)) > n}
(<nR.CYY ={xe Al |card(imagen(x,()) < n}
Notacion:

card(X) es la cardinalidad de conjunto X

imagen(x, C) = {y € C¥ | (x,y) € RY}
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Modelo de una base de conocimiento

Sea 1 una intepretacién y K = (7", A) una base de conocimiendo.

7 es un modelo de K (o I satisface K)

@ ¢! c D! paratodoCCDen 7.
@ af € ¢ paratodoa: Cen A
Q@ (.,bY)eRlsi(a,b): Ren A.
Q ! cs! paratodorC senR.

Notacion: 7 E K.

v
Consistencia de una base de conocimiento
XK es consistente si existe 7 modelo de K.
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Indecidibilidad de la consistencia en ALC”

Indecidibilidad de la consistencia en ALC™

El problema de, dado una base de conocimiento en ALC* determinar
si es consistente o no, es indecidible.

Idea de la demostracion: se reduce el problema del embaldosado al
problema de la consistencia.
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Reduccion del embaldosado a consistencia

Sea B = (B, by, H, V) un sistema de baldosas con B = {bg, b1, ..., b;}.
Vamos a construir una base Kg tal que:

$ embaldosa N X N si y solo si Kg es consistente.

Necesitamos introducir los siguientes nombres:

@ nombres b0, b1, ... bk de conceptos, uno por cada baldosa en B.

@ nombres de roles derecha, arriba para moverse a la derecha y
arriba.
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Reduccion del embaldosado a la consistencia

Se define Kg con los siguientes axiomas:
@ derecha y arriba son funciones.
T C= 1 derecha.T T C=1arriba. T

© En cualquier lugar del piso, moverse a la derecha y luego hacia
arriba es lo mismo que moverse hacia arriba y luego a la derecha.
(derecha o arriba) C (arriba o derecha)
(arriba o derecha) C (derecha o arriba)

© Exactamente una baldosa se pone en cada lugar.

k
T C |_|(bi|‘| |_| —bj)
i=0 0<j<k,izj

© Los colores coinciden horizontal y verticalmente:

k
TC| |tbi = (vderecha. | | bj)n(varriba. | | bj)

i=0 (bl‘,bj)GH (bi,bj)GV

@ Existe un origen:  b0(xp).
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Reduccion del problema del embaldosado al de consistencia

B embaldosa N x N entonces Kg es consistente.

Suponemos B embaldosa N x N. Construimos un modelo de Kg

como sigue:
AL = NxN
derecha’ = {((n,m),(n+1,m)) | n,m € N}
arriba’ = {((n,m),(n,m + 1)) | n,m € N}
bit = {(n,m) | f(n,m) = b;)
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Reduccion del problema del embaldosado al de consistencia

Reciproco
Si Kg es consistente entonces B embaldosa N x N.

Suponemos que Kg tiene un modelo. Usando los dos primeros

axiomas, vemos que existe una funcién p : N x N — A’ tal que
p(0.0) = xo” y

(p(n,m),p(n +1,m)) € derecha’
(p(n,m),p(n,m + 1)) € arriba’

Se define la funcion de embaldosado
f(n,m) = b; sii p(n, m) € bi’

f es total y estd bien definida por el tercer axioma.
Sea b; = f(n,m) y b; = f(n + 1, m). Entonces, p(n,m) € bi’,

pn+1,m)e bjI, (p(n,m),p(n + 1,m)) € derecha’. Usando el cuarto
axioma, tenemos que (b;, b;) € H.
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