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Lógica proposicional. Sintaxis.

Letras proposicionales. Suponemos tenemos un conjunto infinito
de letras proposicionales que las denotamos como p, q, r, . . .

Fórmulas
Se denotan ϕ,ψ, etc y se definen inductivamente por medio de la
gramática siguiente:

ϕ := p | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | ϕ ∧ ϕ | ϕ→ ϕ

donde p es una letra proposicional.
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Cálculo proposicional vs ALC

ALC

Cálculo

Proposicional
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Tablas de Verdad

ϕ ¬ϕ
True False
False True

ϕ ψ ϕ→ ψ

True True True
True False False
False True True
False False True

ϕ ψ ϕ ∨ ψ
True True True
True False True
False True True
False False False

ϕ ψ ϕ ∧ ψ
True True True
True False False
False True False
False False False
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Interpretación de una fórmula proposicional

Interpretación

Es una función I de las letras proposicionales en {True,False}. Esta
interpretación se extiende a una fórmula arbitraria usando las tablas
de verdad:

I(ϕ) ¬I(ϕ)

True False
False True

I(ϕ) I(ψ) I(ϕ→ ψ)

True True True
True False False
False True True
False False True

I(ϕ) I(ψ) I(ϕ ∨ ψ)

True True True
True False True
False True True
False False False

I(ϕ) I(ψ) I(ϕ ∧ ψ)

True True True
True False False
False True False
False False False
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Modelo y Satisfactibilidad

Modelo
I es modelo de una fórmula P si I(P) = True.

Consistencia
Una fórmula (o conjunto de fórmulas) es consistente (satisfactible) si
tiene modelo.

P es una tautologı́a si y solo si ¬P es insatisfactible.
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Ejemplo de modelo de una fórmula

Ejemplo

p q p ∨ ¬q
I1 True True True
I2 True False True
I3 False True False
I4 False False True

Satisfactible
Esta fórmula tiene 3
modelos (la primera,
la segunda y la
cuarta filas).

Tenemos que I1 es modelo de p ∨ ¬q ya que:

I1(p ∨ ¬q) = True
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Tablas de Verdad

Ejemplo

p q (p ∨ q) ∧ ¬p ∧ ¬q
True True False
True False False
False True False
False False False

Insatisfactible
(contradicción)
Esta fórmula no
tiene modelo.
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Algoritmo para chequear satisfactibilidad basado en tablas
de verdad

Ejemplo Complejidad del
tiempo es
exponencial
tenemos 2n filas

Complejidad del
espacio es
polinomial
Para saber si es
satisfactible alcanza
con guardar una fila
por vez. Cada fila
tiene largo n.
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Propositional Tableaux

Inventado por Beth (1955) y simplificado por Smullyan (1968).

Reglas de Tableaux

ϕ ∨ ψ

�� ��

ϕ ψ

ϕ ∧ ψ

��
ϕ

ψ

ϕ→ ψ

����
¬ϕ ψ

Por simplicidad, en vez de agregar reglas para todas las negaciones
aplicamos las siguientes equivalencias:

¬¬ϕ↔ ϕ ¬(ϕ ∨ ψ) ↔ ¬ϕ ∧ ¬ψ

¬(ϕ ∧ ψ) ↔ ¬ϕ ∨ ¬ψ ¬(ϕ→ ψ) ↔ ϕ ∨ ¬ψ
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Tableaux para el cálculo proposicional

(p ∨ q) ∧ ¬p ∧ ¬q

Rama cerrada
Si una rama contiene una contradicción, esta rama se dice que está
cerrada.

Insatisfactibilidad
Si todas las ramas estan cerradas, la fórmula es insatisfactible.
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cerrada.

Insatisfactibilidad
Si todas las ramas estan cerradas, la fórmula es insatisfactible.
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Tableaux para el cálculo proposicional

Esta fórmula es insatisfactible ya que todas las ramas estan cerradas.
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Tableaux para el cálculo proposicional

Tiene 4 modelos,
uno por cada rama
abierta, e.g. la
interpretación que
asigna I(D) = True
y al resto cualquier
cosa.

Tableaux Completo
Cuando no se pueden aplicar mas reglas.

Satisfactibilidad
Si el tableaux es completo y hay una rama abierta entonces la fórmula
es satisfactible.
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Tableaux para el cálculo proposicional
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Tableaux para el cálculo proposicional
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Cálculo de Predicados (Lógica de primer orden)

La lógica de primer orden tiene el poder expresivo suficiente para
definir a prácticamente todas las matemáticas.
Mucho mas poder expresivo que cualquier DL.

Lógica de primer orden

DL

¿ Porqué no usamos la lógica de primer orden en vez de DL?
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¿ Porqué no usamos la lógica de primer orden en vez de
DL?

Teorema (Alonzo Church, 1936. Alan Turing 1937)
El problema de saber si una fórmula de la lógica de primer orden se
deduce de los axiomas o no es indecidible.

Idea de la demostración: se reduce el problema de la parada al
Entscheidungsproblem.
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Sintaxis del Cálculo de Predicados

Términos

t := x | f (t1, . . . , tn)

donde f es una constante n-aria (n puede ser 0).

Fórmulas
Se denotan ϕ,ψ, etc y se definen inductivamente por medio de la
gramática siguiente:

ϕ := P(t1, . . . , tn) | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | ϕ ∧ ϕ | ϕ→ ϕ | ∀x.ϕ | ∃x.ϕ

donde P es un predicado n-ario y t1, . . . , tn son términos.
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Semántica del Cálculo de Predicados

Interpretacion tiene un dominio ∆, un conjunto arbitrario.

Términos se interpretan como elementos del dominio ∆.

Predicados son relaciones n-arias sobre ∆.

∃x.Sentado(Edel, x,Regina)

Hay alguien sentado entre Edel y Regina.

∃xyz.Member(x, y) ∧ Member(y, z)

Existe un conjunto z que contiene un conjunto y que contiene un
elemento x.
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Codificación de DL en Lógica de primer orden

Traducción de ALC a la lógica de primer orden
conceptos atómicos ⇔ predicados unarios
roles atómicos ⇔ predicados binarios
conceptos ⇔ fórmulas con una variable libre

Traducción de conceptos a la Lógica de Predicados

πx(A) = A(x)
πx(>) = A0(x) → A0(x)
πx(¬C) = ¬(πx(C))
πx(C u D) = πx(C) ∧ πx(D)
πx(∃R.C) = ∃y.(R(x, y) ∧ πy(C))

Traducción de TBox y ABox

π(T ) =
∧

CvD(∀x.πx(C) → πx(D))

π(A) =
∧

a:C∈A πx(C)[x/a] ∧
∧

(a,b):R∈C R(a, b)
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Consecuencia de la traducción a Lógica de Predicados

Teorema
Los problemas de inferencia en ALC son todos decidibles.

Idea de la demostración
La traducción sólamente usa dos variables x, y. El fragmento de la
lógica de predicados con dos variables es decidible.
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Tableaux para el cálculo de predicados
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