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Logica proposicional. Sintaxis.

@ Letras proposicionales. Suponemos tenemos un conjunto infinito
de letras proposicionales que las denotamos como p, g, r, . . .
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Logica proposicional. Sintaxis.

@ Letras proposicionales. Suponemos tenemos un conjunto infinito
de letras proposicionales que las denotamos como p, g, r, . . .

Formulas

Se denotan ¢, 1, etc y se definen inductivamente por medio de la
gramdtica siguiente:

p:=plop|loVo|loAp|lp =

donde p es una letra proposicional.
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Célculo proposicional vs ALC
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Tablas de Verdad

True | True | True
True | False | False
False | True | True
False | False | True

e v Jevy o ¥ |eAy

True | True | True True | True | True
True | False | True True | False | False
False | True | True False | True | False

False | False | False False | False | False
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Interpretacion de una férmula proposicional

Interpretacion

Es una funcién Z de las letras proposicionales en {True, False}. Esta
interpretacion se extiende a una férmula arbitraria usando las tablas

de verdad:
I(p) | Z(¥) | Z(e = ¥)
Z(p) | ~Z(p) True | True | True
True | False True | False | False
False | True False | True | True

False | False | True

I(e) |Z(¥) | Z(e V) Z(e) | I(¥) | (e AY)

True | True | True True | True | True

True | False | True True | False | False
False | True | True False | True | False
False | False | False False | False | False
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Modelo y Satisfactibilidad

Modelo
7 es modelo de una férmula P si Z(P) = True.

Una férmula (o conjunto de férmulas) es consistente (satisfactible) si
tiene modelo.

P es una tautologia si y solo si =P es insatisfactible.
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Ejemplo de modelo de una férmula

Ejemplo
‘ 14 ‘ q ‘ pV g Esta férmula ti'ene 3
T, | True | True | True modelos (la primera,
T, | True | False | True la segunda y la
1z | False | True | False cuarta filas).
T4 | False | False | True

Tenemos que Z; es modelo de p V —q ya que:

Zi(p V —q) = True
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Tablas de Verdad

Ejemplo Insatisfactible

(contradiccion)
p ‘ q ‘ (pVg)AN—pA—q Esta férmula no

True | True | False tiene modelo.
True | False | False
False | True | False
False | False | False
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Algoritmo para chequear satisfactibilidad basado en tablas
de verdad

Ejemplo Complejidad del

oo tiempo es
P q r PVvyg V) AT .
T T T T T exponencial
T T 2 T F tenemos 2" filas
T F T T T
T F F T F Complejidad del
F T T T T espacio es
F T F T F polinomial
F F T F F .
Para saber si es
F F F F F . 5
) satisfactible alcanza

con guardar una fila
por vez. Cada fila
tiene largo n.
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Propositional Tableaux

Inventado por Beth (1955) y simplificado por Smullyan (1968).

Reglas de Tableaux

ONY
oV l o=
/ \ © / \
72 (0 " —p (%
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Propositional Tableaux

Inventado por Beth (1955) y simplificado por Smullyan (1968).

Reglas de Tableaux

ONY
oV l o=
/ \ © / \
72 (0 " —p (%

Por simplicidad, en vez de agregar reglas para todas las negaciones
aplicamos las siguientes equivalencias:

TP 4P (V) < oAy

(P Ap) V1 (=) eV

Paula Severi Célculo Proposicional y Célculo de Predicados




Tableaux para el calculo proposicional

(PVag)N—pA—q

Rama cerrada

Si una rama contiene una contradiccion, esta rama se dice que estd
cerrada.

Insatisfactibilidad

Si todas las ramas estan cerradas, la féormula es insatisfactible.
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Tableaux para el calculo proposicional

(PVa)N—pA—q

|

(PVag) —-p —q

Si una rama contiene una contradiccién, esta rama se dice que estd
cerrada.

Si todas las ramas estan cerradas, la féormula es insatisfactible.
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Tableaux para el calculo proposicional

(PVag)N—pA—q

(PVag) —p —q

PN

Rama cerrada

Si una rama contiene una contradiccion, esta rama se dice que estd
cerrada.

Insatisfactibilidad

Si todas las ramas estan cerradas, la féormula es insatisfactible.
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Tableaux para el calculo proposicional

(PVag)N=pA—q

(PVag) —p —q

PN

v

Si una rama contiene una contradiccion, esta rama se dice que estd
cerrada.

Insatisfactibilidad
Si todas las ramas estan cerradas, la féormula es insatisfactible
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Tableaux para el calculo proposicional

~(((AVB)VC)—(AV(BVC))
/\_

(AVB)VC -{(AVB)VC)
S(AV(BVQ) AV(BVC)
-A -[AVB)
=(BvQC) -C
-B -A
-C -B
/\ /\
AVB C A BvC
T * * T
A B B C
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Tableaux para el calculo proposicional

((AVBIA(—AVC)IVD Tiene 4 modelos,
(AVB)A(SAVC) 5 uno por cada rama
AVB abierta, e.g. la
—AvVC interpretacion que
A"”'fﬁ‘"\é asigna Z(D) = True
M M y al resto cualquier

¥ cosa.

Tableaux Completo

Cuando no se pueden aplicar mas reglas.

Satisfactibilidad
Si el tableaux es completo y hay una rama abierta entonces la formula
es satisfactible.

Paula Severi Célculo Proposicional y Célculo de Predicados



Tableaux para el calculo proposicional

-aVv b

=aV =b

avc

|
T/T\b
/‘\ N\

—b

/\ /\ /\ X
XX X X X X

Esta férmula es insatisfactible ya que todas las ramas estan cerradas. )
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Tableaux para el calculo proposicional

anhb
|
=i b
anb
|
—av-b
A
-a —b
anb anb
|
—av-b —av—b
AR N ‘”|\b
=i -h =i =h b
,li ,'E ’ | closed tableau:
(| (I a search ends
b b I
b
SN
-a -b
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Tableaux para el calculo proposicional

Sprg e p Vog |

“(pAg) “(2(pAg))
(vp V "q) " (7p Vo)
(pra)
-p oq " (p V)
(7p V q) ("p Vq) ‘
p
-|p q
A S (p Vo
q (7p q) P
q
i | p
= A q
P
q
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Tableaux para el calculo proposicional

anhb
|

=i b

anb
two choices: !

expand A on left branch —av=h
. AN
or on right branch

anh
|

—av-b
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Célculo de Predicados (Ldgica de primer orden)

La l6gica de primer orden tiene el poder expresivo suficiente para
definir a practicamente todas las matematicas.

Mucho mas poder expresivo que cualquier DL.

Paula Severi

¢, Porqué no usamos la 16gica de primer orden en vez de DL?
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¢, Porqué no usamos la l6gica de primer orden en vez de
DL?

Teorema (Alonzo Church, 1936. Alan Turing 1937)

El problema de saber si una férmula de la 16gica de primer orden se
deduce de los axiomas o no es indecidible.

Idea de la demostracion: se reduce el problema de la parada al
Entscheidungsproblem.
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Sintaxis del Calculo de Predicados

t=x|f(t1,...,t;)

donde f es una constante n-aria (n puede ser 0).

Paula Severi Célculo Proposicional y Célculo de Predicados



Sintaxis del Calculo de Predicados

t=x|f(t1,... ty)

donde f es una constante n-aria (n puede ser 0).

Férmulas

Se denotan ¢, 1, efc y se definen inductivamente por medio de la
gramdtica siguiente:

p:=Plt,...,t]) | 7o leVe|lpAp|lo—=p|Vxp|Ire

donde P es un predicado n-ario y ¢, . . . , t, son términos.
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Semantica del Calculo de Predicados

@ Interpretacion tiene un dominio A, un conjunto arbitrario.
@ Términos se interpretan como elementos del dominio A.

@ Predicados son relaciones n-arias sobre A.

dx.Sentado(Edel, x, Regina)
Hay alguien sentado entre Edel y Regina.
Jxyz.Member(x,y) A Member(y, z)

Existe un conjunto z que contiene un conjunto y que contiene un
elemento x.
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Codificacion de DL en Logica de primer orden

Traduccién de ALC a la légica de primer orden
@ conceptos atomicos < predicados unarios
@ roles atémicos < predicados binarios

@ conceptos < férmulas con una variable libre

Traduccidn de conceptos a la Logica de Predicados

mx(A) =A(x)

m(T) = Ao(x) — Ao(x)

T (=C) = ~(m(C))
(CND) =m(C)A7y(D)
(3R.C)  =3Ty.(R(x,y) Amy(C))

Traduccion de TBox y ABox

m(T) = /\CQD(V)”TJC(C) — (D))
m(A) = Asceam™(C)x/a] A /\(a,b);Rec R(a,b)
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Los problemas de inferencia en .ALC son todos decidibles.

Idea de la demostracion

La traduccion s6lamente usa dos variables x, y. El fragmento de la
l6gica de predicados con dos variables es decidible.
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Tableaux para el calculo de predicados

Semantic Tableaux (after Wiltrid Hodges)

To show rg.,R-s start with these formulae pg  g_s

You can use Boolean algebra to change P to Q
You can substitute equivalent propositions to convert P to Q.
* You can apply the equalities between expressions

* You can use any axioms or algebraic laws that apply

Apply one of these rules to all branches and you can check the root off

-—P PagQ Pug Psg Pog
» R A
K Avg) P2 Q) -rag)
| /\
Soey A A
Er ) 1x(P) wp
e AP bl
e} o WS e

(visany unused variable)

Apply one of these rules but don't check the root off.
vx(P) -3
Plera) Hti )

(¢is any term(expressicn) that is free for xin P)

Close any branch with both » and —» on it. Or any branch with ¢» >L




Tableaux para el calculo de predicados

1 ¥ x.P(x)
2 3 x.(= P(x) v = P(fix)))
3 = Ple) v = P(f(c)) 2(3)
P(c) 1Y)
~ P(c)

- P(i’(c)) > 3(v)
Pif(c)) 1(¥)
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